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研究成果の概要（和文）：誤差を持つ多項式系に対するグレブナー基底算法の不安定性の原因を
明らかにし、安定に計算する「高精度有効浮動小数法」を考案した。多変数代数関数の特異点
での級数展開に関し、まとまりのよい展開法を考案し簡潔な展開公式を導出して、収束性と多
価性を明らかにした。指定した領域内にある固有値だけを計算する算法を考案し、化学の大規
模計算へ成功裏に応用した。国産数式処理システム GAL を C 上で稼動させた。 
 
研究成果の概要（英文）：For computing Groebner bases with inaccurate input coefficients, 
we clarified origins of instability and proposed a stable method “high-precision method 
with effective floating-point numbers”. As for series expansion of multivariate algebraic 
function at singular point, we devised a method which gives the series in a compact form, 
derived a simple expansion formula, and clarified many properties of convergence and 
many-valuedness. We devised a method which computes only eigenvalues located in a 
specified domain, and applied the method to large-scale chemical computations successfully. 
We made Japanese algebra system GAL run on C. 
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１．研究開始当初の背景 
近似代数は本研究グループが創始・開拓した
研究分野で、数式処理と数値計算を融合しよ
うというスケールの大きなものである。代表
者らの提唱した近似最大公約子や近似因数
分解は現在では世界の多くの研究者が研究
し、近似代数は既に数式処理の世界的トピッ
クスになった。しかし、主な研究は近似最大
公約子と近似因数分解、連立代数方程式の重
根であり、研究の新たな展開が切望されてい
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た。しかしながら、最も重要な概念と期待さ
れる近似グレブナー基底は未だ手に負えず
「不可能な概念か」とまで言われる始末であ
るし、特異点周りの数値解析は「夢」と言わ
れて久しい。 
 
２．研究の目的 
(1) 浮動小数係数の多変数多項式系の近似代
数的処理法の確立。本課題の主眼は浮動小数
グレブナー基底の安定で精度よい算法を開
発し、それを基に近似グレブナー基底の概念
と計算法を確立することである。 
グレブナー基底は現在の計算代数における
最重要な概念なので、近似グレブナー基底の
計算法が確立されれば、従来は不可能だった
多くの計算が可能になる。たとえば、近似特
異系の検出と悪条件連立代数方程式への応
用、多変数多項式系のパラメータに関する近
似代数関係の探索、などである。 
(2) 特異点での級数展開を利用した新しい数
値計算法の開拓。数値解析の夢の実現には特
異点での扱い易い級数展開が不可欠だが、現
状は未知の部分が余りに多く、未だ近似代数
に利用できる状態にない。当面は、多変数多
項式の根として定まる多変数代数関数の特
異点での展開級数の研究、具体的にはその収
束性や多価性、さらには効率的展開法の研究
が主になる。 
(3) 近似代数の手法を数値解析に取り込み新
しい型の算法を追及する。当面、悪条件連立
代数方程式を対象とする。 
(4) 近似代数の企業での工学的利用のための
利便性の向上。本課題では、本グループが研
究開発に使用している国産の数式処理シス
テムGALをC 言語上で稼動させることが当
面の目的である。C 上で稼動すれば、GAL
をパソコンで何処にでも手軽に持ち運べる
し、数値計算の多くのプログラムとも容易に
接続できるからである。 
 
３．研究の方法 
(1) 研究開始当初は、浮動小数グレブナー基
底計算がなぜ不安定か、理由さえ明らかでな
かった。一方、本研究グループは既に桁落ち
モニターのため有効浮動小数を開発してい
る。そこで、有効浮動小数を使って桁落ちの
原因を究明し、不安定性が発生するメカニズ
ムを理論化し、それを基に計算安定化の為の
各種の工夫を行った。 
(2) 本代表者らが発見した級数展開法は、特
異点での Hensel 構成（これも本代表者らが
考案した）に基づいており、従来と発想が全
く異なるのみならず、得られる級数も従来と
は全く異なる。最大の特徴は、級数が従変数
の斉次有理式を係数とする全次数の分数べ
き級数になることである。当然、級数は分母
の零点で発散する。まず、分母因子を理論的
に解明するとともに、級数を多数の点で数値
評価して収束性などを数値的に研究するこ
とから始めた。 
(3) 本来は連立代数方程式を近似代数的に扱
う予定だったが、近似グレブナー基底の開発
が遅れ、このテーマは進展しなかった。それ
に代えて、固有値計算に対する新しい方法の
有効性の実証研究と、それを用いた連立代数
方程式の解法を考案した。 
(4) 我がグループは GAL の普及には力を注
いでこなかった（研究に集中するため）。し
かし、今後は普及に努める。普及の最大の障
壁は GAL の記述言語である Lisp が SUN ワ
ークステーションのアセンブリ言語で書か
れていることである。そこで Lisp 処理系を C 
言語で記述することにより GAL を誰にも使
用可能にする。 
 
４．研究成果 
 
(1) 浮動小数グレブナー基底計算の不安定
性は主に①完全誤差項と②微小・巨大主項が
もたらす大きな桁落ちに起因することを見
出した。①は有効浮動小数で簡単に除去可能
である。②は、多項式剰余列と同様に行列式
表現で理論化でき、微小な主係数を記号で置
き換えて計算する「記号係数法」を提案した。
この方法は計算が非常に重い。一方、上記の
桁落ちは入力式中の同じ項が異なる工程を
経てあとで正確にキャンセルするものであ
ることを見抜き、入力時点で係数を高精度化
しておけば、誤差は高精度の部分から汚染し
ていくので、入力部分は汚染を免れる。この
考えに基づき「高精度有効浮動小数法」を考
案した。この方法は正確な項キャンセル対策
という点では非常に有効だが、近似グレブナ
ー基底計算では不正確な項キャンセル量を
正確に知る必要がある。そのため、係数の誤
差部を二通りにマークした二つの入力系を
用意し、グレブナー基底を計算したあと両者
を比較し、各係数に生じた不正確な項キャン
セル量を正確に見積もる「マーキング法」を
考案した。なお、近似グレブナー基底を計算
するには、上記以外の桁落ちをほぼ消滅させ
る工夫も必要である。 
(2) 新しい級数は Hensel 構成で計算される
ので Hensel 級数と命名した。まず、Hensel
級数の分母因子を終結式理論を基に探求し
たところ、Hensel 構成の初期因子を定める
Newton 多項式のみから分母因子が決まるこ
とが判明した。さらに Hensel 級数を数値的
に調べたところ、展開点の任意の微小近傍に
収束領域と発散領域が混在し、展開点に近づ
くほど発散領域の割合が減少する、との非常
に興味深い振舞いを発見した。また、５～８
次程度で打ち切った級数でも、収束領域内で
は元の代数関数と非常によく一致すること
  
も分かった。これは Hensel 級数の数値解析
での有用性を強く示唆する。 
そこで、Hensel 級数の各項を Newton 多項式
の根で表現したところ、非常に明快な展開公
式が得られた。これは Taylor 展開の一般項
の公式に対比できるもので、この公式を使っ
て Hensel 級数の収束性と多価性が理論的に
かなり解明できた。 
(3) 指定された領域内の固有値だけを計算
する方法は既に発表済みだが、その有効性と
効率性は実証されていなかった。そこで理論
化学者と協力し、化学の大規模計算に適用し
て有効性を実証した。効率に関しては倍精度
実数を複数個組み合わせた多倍長演算シス
テムを開発した。また、連立代数方程式に関
して Dixon の終結式に固有値法を適用して
良好な結果を得た。 
(4) 全て C 言語で記述された Lisp 処理系を
開発した。数式処理システム GAL は専用の記
述言語で書かれており GAL 内部で Lisp に翻
訳されるが、新しい処理系はそれを C に翻訳
する。あとは C のコンパイラがコンパイルし
てくれる。GAL のパッケージも分割コンパイ
ルされ、make コマンド一つで C 版 GAL が出
来あがる。 
(5) 上記の外、１変数整係数多項式の近似因
数分解算法（世界初）、１変数多項式の近接
根クラスタの分離算法、パラメータを含む浮
動小数係数有理式の近似不定積分、不要極が
現れない有理関数近似算法、直線配置アルゴ
リズムへの計算機代数の利用、等の研究を行
った。 
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